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Invarianza per traslazione
Se x ∈ Rm e se A ∈ P(Rm) il traslato di A mediante x e`
A+ x := {u ∈ Rm | u = x+ a per qualche a ∈ A}
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Se x ∈ Rm e se A ∈ P(Rm) il traslato di A mediante x e`
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Teorema Esistono una sola misura su R che indicheremo con ` ed
una sola sola σ-algebra M(R) invarianti per traslazione cioe` tali per
cui per ogni x ∈ R, A ∈M(R)
`(A) = `(A+ x)
e che per ogni intervallo di estremi a, b ∈ R, a < b risulti
`([a, b]) = `([a, b)) = `((a, b]) = `((a, b)) = b− a
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Tale misura viene detta misura di Lebesgue in R
Esercizio Dimostrare che per ogni a ∈ R
`({a}) = 0
{a} =
∞⋂
n=1
[
a, a+
1
n
)
= lim
n→∞
(
a+
1
n
− a
)
= 0
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n
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La misura di Lebesgue di ciascuno degli In non e` altro che la loro
lunghezza
`(In) =
1
n
− 1
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La misura di una unione disgiunta di insiemi si calcola sfruttando la
proprieta` di additivita`
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questo significa che
m∑
n=1
(
1
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− 1
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)
= 1− 1
m+ 1
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(
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)
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m→∞
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( ∞⋃
n=1
In
)
= lim
m→∞
(
1− 1
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Valgono le inclusioni strette
B(R) ⊂M(R) ⊂ P(R)
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Integrale di Lebesgue
Integrale di funzioni semplici
Sia (X,A, µ) uno spazio di misura e sia A ∈ A.
La funzione ϕ : A→ [−∞,+∞] si dice semplice se
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Integrale di Lebesgue
Integrale di funzioni semplici
Sia (X,A, µ) uno spazio di misura e sia A ∈ A.
La funzione ϕ : A→ [−∞,+∞] si dice semplice se
(a) L’immagine ϕ(A) e` un insieme finito: ϕ(A) = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm}
(b) Esistono A1, . . . , Am ∈ A tali che se i 6= j, Ai∩Aj = ∅ e A =
m⋃
i=1
Ai
(c) per ogni x ∈ Ai si ha ϕ(x) = ϕi, i = 1, . . . , m
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Funzione caratteristica di un insieme
Se A ⊂ X e` un sottoinsieme di un insieme X la funzione caratteristica
dell’insieme A e`
1A(x) =
1 se x ∈ A0 se x /∈ A
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Funzione caratteristica di un insieme
Se A ⊂ X e` un sottoinsieme di un insieme X la funzione caratteristica
dell’insieme A e`
1A(x) =
1 se x ∈ A0 se x /∈ A
Una funzione semplice puo` essere espressa come combinazione lineare
di funzioni caratteristiche
ϕ(x) =
m∑
i=1
ϕi1Ai(x)
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Integrale di una funzione semplice
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A e ϕ una funzione sem-
plice, non negativa su A
L’integrale su A di ϕ rispetto alla misura µ e`∫
A
ϕdµ :=
m∑
i=1
ϕiµ(Ai)
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Osservazione Seguiamo la convenzione, riguardo∞ nel sistema este-
so dei numeri reali,
0 · ±∞ = 0 sempre.
13/18 Pi?
22333ML232
Linearita` e positivita` dell’integrale di una funzione semplice
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A e ϕ1, ϕ2 funzioni semplici
su A
(a) se α1, α2 ∈ R allora∫
A
(α1ϕ1 + α2ϕ2) dµ = α1
∫
A
ϕ1dµ+ α2
∫
A
ϕ2dµ
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Linearita` e positivita` dell’integrale di una funzione semplice
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A e ϕ1, ϕ2 funzioni semplici
su A
(a) se α1, α2 ∈ R allora∫
A
(α1ϕ1 + α2ϕ2) dµ = α1
∫
A
ϕ1dµ+ α2
∫
A
ϕ2dµ
(b) se ϕ1 ≥ 0 allora ∫
A
ϕ1dµ ≥ 0
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Proposizione
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A. Allora
µ(A) =
∫
X
1Adµ
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insieme e` una funzione semplice.
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Proposizione
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A. Allora
µ(A) =
∫
X
1Adµ
Dimostrazione. Basta realizzare che la funzione caratteristica di un
insieme e` una funzione semplice.
Poiche´ 1A(x) = 0 se x ∈ Ac e 1A(x) = 1 se x ∈ A abbiamo∫
X
1Adµ = 0× µ(Ac) + 1× µ(A) = µ(A)
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Proposizione (Additivita` dell’integrale di funzioni semplici)
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A tale che esistono B, C ∈
A, B ∩ C = ∅ tali per cui A = B ∪ C. Allora, se ϕ : A → R e` una
funzione semplice, si ha∫
A
ϕ dµ =
∫
B
ϕ dµ+
∫
C
ϕ dµ
16/18 Pi?
22333ML232
Proposizione
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A, ϕ una funzione semplice
non negativa. Sono allora equivalenti le affermazioni:
i)
∫
A
ϕ dµ = 0
ii)µ ({x ∈ A | ϕ(x) > 0}) = 0
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Funzioni misurabili
Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A, f : A→ [−∞,+∞]
Diremo che la funzione f e` misurabile, se per ogni α ∈ R
{x ∈ A | f(x) ≤ α} ∈ A
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Proposizione Siano (X,A, µ) spazio misura, A ∈ A, f : A → R. Le
affermazioni seguenti sono equivalenti
i) {x ∈ A | f(x) ≤ α} ∈ A
ii) {x ∈ A | f(x) < α} ∈ A
iii) {x ∈ A | f(x) ≥ α} ∈ A
iv) {x ∈ A | f(x) > α} ∈ A
